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あらまし 本研究では、非線形発振回路における雑音誘起同期現象を最適化する設計手法について提案する．まず，
位相縮約理論に基づいて，発振回路の位相応答特性を随伴固有関数法により数値計算的に求め，雑音誘起同期現象に
よる位相同期促進を最適化する Type II の位相応答特性を示すことを確認した．次に，物理的なデバイスパラメータ
や回路パラメータと数理的なモデルパラメータとの対応を明らかにした．さらに，実用的な集積化実装の観点から，
最適な位相応答曲線を得るための物理的なパラメータの調整方法について系統的に調べた結果について示すとともに，
具体的な最適化設計について示す．
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Abstract We propose a design approach for optimization of noise-induced synchronization among analog sub-RF

CMOS oscillator circuits, each of which is known as the Wilson-Cowan type. Based on the phase reduction theory,

we numerically computed the phase sensitivity function of the circuit using the adjoint method. As a result, the

circuit show the Type II phase sensitivity properties, which are optimal for noise-induced synchronization among

nonlinear limit-cycle oscillators subjected to white Gaussian noise. We further clarified the relationship between

physical device and circuit parameters and mathematical model parameters of the circuit From the viewpoint of

practical integrated circuit implementation, we systematically investigated how to tune the physical parameters

to obtain an optimal phase sensitivity function for noise-induced synchronization, and demonstrate an optimized

design approach.
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1. は じ め に

近年，非線形科学の分野において雑音誘起同期現象の研究が
進展している [1]- [12]．雑音誘起同期現象は，リミットサイクル
を生じる独立した非線形振動子群から弱結合したカオス振動子
系まで多様な非線形振動子において確認されており，最近では，
独立したカオス振動子群においても観測されている [12]．理論
的解析は，一般的なリミットサイクルを持つ非線形振動子群に
共通雑音としてガウシアン白色雑音を与えた場合において初め
て証明され [1]，最近ではさまざまな雑音に対して理論的に拡張
されている [5], [6]，[11], [12]．
工学的な応用の観点からも雑音誘起同期現象の機能的役割が

着目されている．たとえば，半導体集積デバイスの研究では，
クロックスキューの問題を改善する手法のひとつとして，蛍光
灯のような環境雑音を利用して，空間的に配置されたクロック
源の同期を促進する機構が提案されており，その実環境におけ
る実デバイスでの検証も行われている [13]．また，磁性体集積
デバイスの研究では，スピントルクナノ発振素子アレイの位相
同期が熱ゆらぎに由来する乗算的雑音の効果によって向上する
ことが示されている [14]．さらに，最近ではワイヤレスセンサ
ネットワークの時刻同期手法にも応用されている [15]

一般に，雑音誘起同期現象は，非線形振動子のダイナミクス
を位相縮約した位相方程式により解析されている．最近の研究
では，雑音誘起同期現象の確率的な同期特性を最適化する位相
応答特性が理論的に導出されている [11], [12]．重畳される雑音
の統計的性質によって，最適となる位相応答特性は異なるもの
の，いずれも対称性の高い特性を示す．この結果は，神経生理
学の実験的知見とも整合性がある [7]．
本研究では，実用的な集積化実装の観点から，雑音誘起同期

現象を利用したクロック源の確率的位相同期機構を最適化する
ための非線形発振回路の位相応答特性について考察する．まず，
位相縮約理論に基づいて，発振回路のモデルダイナミクスから
位相応答特性を随伴固有関数法により数値計算的に求める．次
に，物理的なデバイスパラメータや回路パラメータが発振回路
の位相応答特性に与える効果について体系的に調べる．そして
その結果から，物理的なパラメータを最適化する手法について
提案する．

2. 非線形発振回路における雑音誘起同期現象

ここでは，先行研究において示されている非線形発振回路に
おける雑音誘起同期現象 [13] について概説する．
2. 1 Wilson-Cowan 振動子モデルと雑音誘起同期現象
非線形振動子としてWilson-Cowan 振動子をモデルとした

発振回路群における雑音誘起同期現象を利用した位相同期機構
が提案されている [13]．Wilson-Cowan振動子のダイナミクス
は次式：

τ
dui

dt
= −u+ f(ui − vi,β) + I(t) (1)

dvi
dt

= −v + f(ui − θ,β) (2)
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図 1 Wilson-Cowan 振動子モデルの時間発展．
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図 2 Wilson-Cowan 振動子回路の相空間軌道．

に従う．ここで，ui および vi は i 番目の振動子の状態変
数，θ は閾値，I(t) は共通入力を表している．非線形関数
f(x,β) = tanh(βx) は，スロープファクタ β をパラメータに
持つ双曲線正接関数である．また，時定数 τ は振動子によって
生成される波形の非線形性を決定するパラメータである．ここ
では，平衡点が原点となるように座標変換している．
図１は，振動子単体のダイナミクスの時間発展を示したもの

である．このとき，入力として，ガウス型白色雑音で駆動して
いるため，発振周期や振幅はが揺らいでいるものの，摂動とし
ての雑音に対して安定したリミットサイクル発振を生じている
ことが分かる．図２は，リミットサイクル軌道を相空間上に示
したものであり，ヌルクラインで分割された領域ごとに異なる
軌道を描いていることが分かる．また，リミットサイクル軌道
に対称性があることが確認できる．
Wilson-Cowan 振動子をアレイ上に配置し，共通雑音として

ポアソン型インパルスを与えると，振動子間の位相が同期する
ことが示されている [13]．このとき，次の秩序変数：

R(t) =
1
N

|
∑

exp(jφi)| (3)

を考えると，位相同期の程度を評価することができる．ここで，
N 振動子の個数であり，j は虚数単位を表している．たとえば，
j 番目の位相を φj = tan−1(vj/uj)と定義し，秩序変数の時間
発展を調べると，雑音の効果により，時間が経つにつれて秩序
変数 R(t) が 1に近づいていくことが示されている [13]．この
ことは，理論的には位相差のダイナミクスに関するリアプノフ
指数が負となることからも示されている [4]．
2. 2 Wilson-Cowan 型発振回路
次に，Wilson-Cowan 振動子をモデルとする発振回路の構成

と動作について説明する [19]．図３に，発振回路の回路構成を
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図 3 Wilson-Cowan 型発振回路の回路構成．

示す．発振回路は２つの差動増幅器と容量，バイアス電圧源に
よって構成される．その動作式は次式：

CU
dUi

dt
= −gU + Ibf(Ui − Vi,β) + I(t) (4)

CV
dVi

dt
= −gV + Ibf(Ui −Θ,β) (5)

に従い，Ui および Vi は振動子モデルの状態変数 ui および vi

にそれぞれ対応している．また，Θ は閾値 θに対応した電圧で
あり，CU および CU は時定数を決定する容量値，g はリーク
コンダクタンス，および Ib はバイアス電流 I(t) である [19].

非線形関数のスロープファクタ β は次の関係式：

β =
κ

2UT
(6)

で表せる．ここで，κ は結合係数であり，UT は熱電圧を表し
ている [18]．差動増幅器の差動対を構成するトランジスタに対
してソース縮退を適用することで，実効的なスロープファクタ
を次式：

β =
κ

κ+ 1
κ

2UT
(7)

に従うように変更することができる．標準的なプロセスでは κ

は 1 より小さいため，β は小さくなる．スロープファクタ β

には 温度依存性があるため，動作温度によっても変化する．
2. 3 Wilson-Cowan 型発振回路の位相応答特性
Wilson-Cowan 型発振回路に対する摂動としての雑音の効果

を考えるために，インパルス摂動法により，位相応答特性が求
められている [13]．図４は，Wilson-Cowan 型発振回路の位相
応答関数である．一般的に，位相応答関数は微小摂動に対する
位相変化を表す位相感受関数に入力を畳み込んだものであり，
インパルス摂動法によって求められた位相応答関数は位相感受
関数を近似したものとなる．位相応答関数の関数形から，おお
まかに相空間上での分割された領域に対応した位相変化をする
ことが分かる．

3. 雑音誘起同期現象を最適化する位相応答特性

ここでは，雑音誘起同期現象による非線形振動子の位相同期
を最適化する位相応答特性について説明する．
3. 1 雑音誘起同期現象の位相縮約による理論的解析
雑音誘起同期現象は，位相縮約理論 [16]により理論的解析が

進められている [1]– [6] ．最近では，リミットサイクル振動子
をガウス型白色雑音で駆動した場合 [1] だけでなく，ポアソン
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図 4 Wilson-Cowan 型発振回路の位相応答特性．

型インパルス [4]や相関雑音 [5], [6]で駆動した場合にも理論的
に拡張されている．
ここでは，リミットサイクルを持つ非線形振動子をガウス型

白色雑音で駆動した場合のリアプノフ指数の導出 [1] について
説明する．リミットサイクル振動子の位相を θ，位相感受関数
を Z(θ) とすると，位相の確率的な時間発展は次式：

dφi = ωdt+ σZ(φi)dW (8)

に従う．ここで，ω は i 番目の振動子の自然角周波数を表して
いる．また，dW は雑音項であり，σ は雑音強度を表している．
さらに，この確率的位相ダイナミクスを Itô 型確率微分方程式：

dφ = (ω + Z”(φ)DZ(φ))dt+ σZ(φ)dW (9)

として記述する．ここで，D はドリフト項の係数を表している．
このとき，位相差のダイナミクスからリアプノフ指数は次式：

λ =
σ2

2

∫ 1

0

Z”(φ)Z(φ)P (φ)dφ (10)

から導かれる [1]．ここで，P (φ) は位相の定常分布関数を表し
ている．もし，定常状態において P (φ) = 1 となるとすると，
リアプノフ指数は次式：

λ ≈ −σ2

2

∫ 1

0

{Z
′
(φ)}2dφ. (11)

で表すことができる．従って，λ < 1 となり，位相差は 0に収
束することが示される [1]．
3. 2 最適位相感受関数
次に，雑音誘起同期現象による非線形振動子の確率的位相同

期にを最適となる位相感受関数の導出 [11], [12] について説明
する．非線形振動子に重畳される雑音の統計的性質によって，
異なる位相感受関数が最適となることが理論的に示されてい
る [11], [12] ．
非線形振動子をガウス型白色雑音で駆動した場合，次の評価

関数：
∫ 1

0

a[Z(φ)]2 + b[Z′(φ)]2 + c[Z”(φ)]2dφ = 1 (12)

を最適化することで理想的な位相感受関数が求められることが
示されている [11] ここで，a，b および c はフリーパラメータ
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図 5 最適位相感受関数

で 0 あるいは 1 の値を取る．このときの最適位相感受関数は
次式：

Z(φ) = A sin(2πφ) +B sin(2πφ) sin(4πφ) (13)

に従う．ここで，A および B はフリーパラメータによって決
定される係数であり，B は雑音強度 σ に依存する [11]．図５
は，それぞれ異なる雑音強度において最適となる位相感受関数
である．１次の基本周波数成分と３次の高周波数成分によって
構成されていることが確認できる．それに対して，非線形振動
子をポアソン型インパルスで駆動した場合には，最適位相感受
関数は鋸型の関数形となることが示されている [12]．ガウス型
白色雑音およびポアソン型インパルスで駆動した場合のいずれ
も最適位相感受関数は Type IIの対称性を持つ関数となること
が示されている [11], [12]．
3. 3 随伴固有関数法
ここでは，ダイナミクスが微分方程式の形で与えられた任意

の非線形振動子から位相感受関数を数値計算的に求める手法に
ついて説明する．非線形振動子のダイナミクスは次式：

dX
dt

= F (X) + p(t) (14)

に従うとする．このとき対応した位相方程式は次式：
dφ
dt

= ω + Z(φ) · p(t) (15)

に従う．ここで，p(t)は摂動入力を表している．位相感受関数
Z は次式の随伴方程式：

dZ(φ)

dt
= −[DXF (Xp)]

TZ(φ) (16)

の解として求められる．ここで，Xp はリミットサイクル軌道
であり，DX はヤコビ行列を表している．数値計算により導出
された Z(θ) は位相感受関数の良い近似を与える．

4. 数値計算によるパラメータ最適化

ここでは，随伴固有関数法により数値計算的にWilson-Cowan

型発振回路の位相感受関数を導出し，発振回路の位相応答特性
について体系的に調べる．具体的には，デバイスパラメータと
回路パラメータを変更することにより，導出した位相感受関数
のパラメータに対する依存性について調べる．数値計算の条件
として，パラメータをそれぞれ CU = CV = 1.0 µF, β = 7.5,
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図 6 Wilson-Cowan 型発振回路の位相感受関数．

Ib = 1µA, Θ = 0 V, および g = 1.0 GΩ. に設定した．
4. 1 位相感受関数
図６は，Wilson-Cowan 型発振回路の位相感受関数であり，

Type II の位相応答特性 [7] を示すことが分かる．この結果を
インパルス摂動法により求められた位相応答関数（図４）と比
較すると，定性的に近い特性であることが分かる．また，図５
に示したガウス型白色雑音で駆動した場合の最適位相感受関数
とも近い特性を示すことが分かる．
4. 2 物理的パラメータの位相応答特性に与える効果
ここで，Wilson-Cowan型発振回路の物理的なパラメータが

位相感受関数に与える効果について検証する．
4. 2. 1 容量による効果
図７は，容量 CU を変更したときの位相感受関数を示してい

る．容量比 CU/CV が大きくなるにつれて，発振回路の生成波
形の非線形性も強くなる．たとえば， CU = 2.0µF に設定し
た場合（図７ A），対応する位相感受関数の関数形の非線形性
も強くなる．それに対して，CU = 0.5µF に設定して，容量比
を小さくした場合（図７ B），発振回路の生成波形の非線形性
は弱くなり，対応する位相感受関数も最適なものに近づく．こ
の結果より，相対的に，前段の差動増幅器の容量を小さくして，
後段の差動増幅器の容量を大きくして，後段の回路をゆっくり
動作させることで最適な位相応答特性が得られることが示唆さ
れる．
4. 2. 2 閾値電圧による効果
次に，閾値電圧 Θ を変更して，発振回路の対称性を変化さ

せたときの位相感受関数の変化について示す（図８）．ここで
は，閾値電圧の絶対値を |Θ| = 0.25 V に設定した．その結果，
対応する位相感受関数にも非対称性が生じることが分かる．
4. 2. 3 スロープファクタによる効果
さらに，差動増幅器のスロープファクタ β を変更したときの

位相感受関数の変化について示す．スロープファクタを大きく
して β = 10.0 とした場合（図９ A），位相感受関数の非線形
性は強くなる．それに対して，スロープファクタを小さくして
β = 5.0 とした場合（図９ B），位相感受関数の非線形性は弱
くなり，最適なものに近づくことが分かる．
4. 2. 4 バイアス電流による効果
同様の効果は，差動増幅器のバイアス電流 Ib を変化させたと
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図 7 容量による効果．
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図 8 閾値電圧による効果．

きにも得られる（図 10）．バイアス電流を増加させ，Ib = 2.0 µA

とした場合（図 10A），位相感受関数の非線形性は強くなるが，
バイアス電流を減少させ，Ib = 0.5 µA とした場合（図 10B），
位相感受関数の非線形性は弱くなり，最適なものに近づくこと
が分かる．
4. 2. 5 リークコンダクタンスによる効果
リークコンダクタンス g を変化させることは，バイアス電流

Ib を変化させることと同様の効果を生じる．そのため，リーク
コンダクタンスとバイアス電流の値の比を調節することが重要
となる．
4. 3 パラメータの最適化
上記の結果に基づき，位相感受関数を最適化する発振回路の

設計方針について考える．まず，スロープファクタ β は，半導
体の製造プロセスによって決定される．そこで，まず容量比を
設定する．標準的な製造プロセスでは，容量比は高精度で設定
することができる．次に，容量の値に応じて，バイアス電流を
決定する．このとき，リークコンダクタンス g を流れるリーク
電流を考慮しながら，差動増幅器のトランジスタのサイズ比を
決定し，バイアス電流とリークコンダクタンスの比を調節する．

上記に従い，決定したパラメータセットを表１に示す．さら
に，実際の集積回路設計では，発振回路の動作速度や消費電力，
発振出力といった回路の仕様と性能を考えながら，位相感受関
数の最適化を行う必要がある．提案した設計手法の枠組みは，
微分方程式でダイナミクスが記述される非線形発振回路に広く

表 1 Optimal parameter set for noise-induced synchronization

capacitance threshold bias slope leak

value voltage current factor conductance

1.0 µF 0 V 0.5 µA 7.5 1.0 GΩ

適用できる．たとえば，リングオシレータのような発振回路の
最適化設計に適用することができる．また，このように，発振
回路の位相応答特性を計算することによって，最近着目されて
いるパルス注入同期機構 [20]の最適化にも応用することが期待
できる．
5. ま と め

本研究では，雑音誘起同期現象を利用した非線形発振回路の
確率的位相同期機構を最適化するために，位相応答特性の観点
から回路設計を最適化する手法について提案した．具体的には，
位相縮約理論に基づき，Wilson-Cowan型発振回路の位相感受
関数を随伴固有関数法により数値計算的に求め，その位相感受
関数が最適となるように，物理的な回路パラメータやデバイス
パラメータを決定した．この結果より，大規模半導体集積回路
におけるクロックスキューの問題を改善するためのクロック源
の位相同期を促進することが期待できる．ここで提案した手法
を応用すれば，リンクオシレータのようにダイナミクスが微分
方程式で記述できる非線形発振回路の確率的な位相同期特性を
最適化することができる．今後は，多段のリングオシレータの
解析に提案手法を適用し，実際に回路設計を行う予定である．
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図 9 スロープファクタによる効果．
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図 10 バイアス電流による効果．
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