
CMOSデバイスの非線形特性を利用した反応拡散システム
～Wilson-Cowan型回路とLotka-Volterra型回路～

加藤 博武 林 秀樹 浅井 哲也 雨宮 好仁

北海道大学 工学部 電子工学科

〒 060-8628 札幌市北区北 13条西 8丁目
Phone : 011-706-6080, Fax : 011-707-6585

E-mail: asai@sapiens-ei.eng.hokudai.ac.jp

反応拡散系を模擬する「シリコン反応拡散チップ」を構成するためのアナログ CMOS回路を
提案する。本稿で提案する回路は、半導体デバイス（CMOSトランジスタ）の非線形特性を積
極的に利用した「シリコン上の新しい反応拡散系」の基本回路である。本稿では、低消費電力
かつ回路構成がコンパクトなWilson-Cowan神経振動子モデル, Lotka-Volterraの競合モデルお
よび May-Leonardの競合モデルに基づく三種のアナログ CMOS回路を提案し、SPICEシミュ
レーションおよび試作回路によりそれらの回路の基本動作特性を示す。
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We propose analog CMOS circuits for developing reaction-diffusion chips that implement

dissipative reaction-diffusion systems. The proposed circuits are primary components of novel

reaction-diffusion systems on silicon utilizing nonlinear properties of semiconductor devices

(CMOS transistors). In this paper, we propose three types of compact and low-power CMOS

circuits based on the Wilson-Cowan neural model, the Lotka-Volterra competitive model, and

the May-Leonard competitive model. SPICE simulation and experimental results show essential

properties of the proposed circuits.
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1 はじめに

反応拡散系とは、化学物質などの反応種がダイナミク

スを伴って空間を拡散する系の総称である [1]。個々の反
応種のダイナミクスを表す反応方程式の非線形性が強くな

ると、線形システムでは見られないような興味深い反応が

現われてくる。この性質を利用して、新しい情報処理形態

を発見・応用できる可能性がある。本稿では、このような

系を模擬するシリコン集積回路（反応拡散チップ）の開発

を目的とする。

本稿で提案する反応拡散チップは、半導体デバイス

（CMOSトランジスタ）が持つ非線形特性を利用した「シ
リコン上の新しい反応拡散系」である。このチップを用い

れば、自然界では起こりえないような新しい現象を発見で

きる可能性がある。このような反応拡散チップの開発の第

一段階として、反応拡散系の基本モデルである「活性・抑

制型反応種」のキネティクスに学んだアナログ CMOS回
路の設計と試作を行った。

2 活性・抑制型反応種のダイナミクス
を模擬するアナログCMOS回路

反応拡散チップの基本デバイスは、i) 反応種のダイナ
ミクスを生成するための「活性・抑制回路」と、ii)「拡
散デバイス」である。チップ上に活性・抑制回路を正方ま

たは六角格子状に敷き詰めて配置し、拡散デバイスを通し

てそれらを互いに局所結合させる（図 1）。チップが模擬
できる反応拡散系の空間規模は、１チップに搭載できる活

性・抑制回路と拡散デバイスの数によって決まる。すなわ

ち、大規模な反応拡散系を模擬するためには、コンパクト

な構成の活性・抑制回路と拡散デバイスを開発しなければ

ならない。そのためには、チップの基本デバイスをアナロ

グ CMOS回路により構成する必要がある（設計条件 1）。
このとき、多数の回路を１チップに搭載すると、チップの

消費電力の増加に伴う「熱変動によるアナログデバイスの

特性変化」が大きな問題となる。この問題を避けるために

は、回路の電源電圧またはトランジスタの電流を極力低く

抑える必要がある（設計条件 2）。本稿では、上記設計条
件（コンパクトな構成および低消費電力）を満たす基本デ

バイスの開発に主眼を置く。

拡散デバイスは、アナログ CMOSビジョンチップ [2]
などに用いられている水平抵抗回路（高抵抗を模擬する

CMOS電子回路）[3],拡散抵抗回路（線形抵抗体）[5], MOS
型抵抗回路（非線形高抵抗体）[4]などにより、比較的容
易にコンパクトな構成が可能である。一方、活性・抑制回

路は、模擬しようとする反応拡散系の非線形性に応じて回

路構成が複雑になる可能性が高い。しかし逆に、CMOS
デバイスが持つ非線形特性を巧く取り入れた回路を構築す
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図 1 　反応拡散チップの概要
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図 2 　Wilson-Cowan型神経振動子モデル

れば、その回路構成は極めてコンパクトになりえる。加え

て、そこから新しい反応拡散現象を発見できる可能性があ

る。本稿では、このような「新しいシリコン反応拡散系」

を構築するために、前述の設計条件 1と 2を満たす以下
の三種の回路:

• Wilson-Cowan型アナログ CMOS回路

• Lotka-Volterra型アナログ CMOS回路

• May-Leonard型アナログ CMOS回路

の設計を行った。

2.1 Wilson-Cowan型アナログ CMOS回路

まず、興奮・抑制性神経細胞のカップリングモデル

（Wilson-Cowan型神経振動子）[6]のアナログ CMOS回
路設計を行った。モデルが必要とする非線形関数はシグモ

イド関数のみである。シグモイド関数は差動アンプにより

容易に実現できる。また、差動アンプの消費電力はアンプ

のバイアス電流により決まるため、バイアス電流を低く抑

えることができれば、コンパクトかつ低消費電力なアナロ

グ CMOS回路の実現が可能になる。
図 2に、Wilson-Cowan型神経振動子モデルの概略を

示す。二つの神経細胞が互いに興奮性と抑制性のシナプス

を介して結合しており、それぞれの細胞は自己抑制を受け

る。モデルのダイナミクスは

τ u̇ = −u + fβ(u− bv − θu), (1)
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図 3 　Wilson-Cowanモデルの安定性
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図 4 　Wilson-Cowan型アナログ CMOS回路

τ v̇ = −v + fβ(au− cv − θv), (2)

で与えられる [6]。ここで、τは時定数，fβ(x)はシグモイ
ド関数 [(1 + tanhβx)/2], uと vはそれぞれ興奮性と抑制
性の神経細胞の内部電位を表す。また、a, b, c, θu, θv は
系の安定性を決定するパラメータである。

Wilson-Cowanモデルのダイナミクスは、(u, v)空間（相
空間）上の二本のヌルクライン [lu (u̇ = 0)と lv (v̇ = 0)]
の位置により決まる [7, 8]。図 3(a)の例では、luが v > u
の領域にあり、この条件では系は固定点アトラクタを持

つ。一方、図 3(b)の例では、luの傾きが正かつ 1以下で
あり、この条件でリミットサイクルが生じる。

図 4に、Wilson-Cowanモデルを基に考案したアナログ
CMOS回路を示す。回路は、二つの差動対（M1 ∼ M4）,
pMOSカレントミラー（pCM）および積分回路（C1, R1,
C2, R2）により構成される。回路のダイナミクスは

C1u̇ = −u/R1 + IR fβ(u− bv − θu), (3)

C2v̇ = −v/R2 + IR fβ
(
u− (c/a)v − θv/a

)
, (4)

で表される。ここで、uと vをそれぞれ興奮・抑制性電

圧，β = κ/VT , c/a ≡ Cfg3/(Cfg3 + Cfg4 + Cox), b ≡
Cfg1/(Cfg1+Cfg2+Cox), θu ≡ Cfg2 Vv/(Cfg1+Cfg2+Cox),
θv/a ≡ Cfg4 Vv/(Cfg3+Cfg4+Cox)である。ここで、Cox �
Cfgi (i = 1, 2, 3, 4), β → ∞を仮定すれば、(3)と (4)はそ
れぞれ (1)と (2)と等価になる。
この回路構成では、CR回路が自己抑制の役割を果た

し、差動アンプが興奮・抑制性シナプスとして働く。ま
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図 5 　Lotka-Volterra型アナログ CMOS回路

た、差動アンプのフローティングゲート MOSトランジス
タ（M2とM4）に加える制御電圧 Vu,vによって、回路の

安定性を外部から制御できる。この回路は、比較的コンパ

クトかつ見通しがよいため、反応拡散チップの「活性・抑

制回路」として利用できる。

2.2 Lotka-Volterra型アナログ CMOS回路

次いで、生態系における種の競合現象（捕食者-被捕食
者のダイナミクス）を表す「Lotka-Volterraモデル [9]」の
回路設計を行った。捕食者と被捕食者の数を、それぞれ活

性と抑制型反応種の量と見なして反応拡散系を構築する

[10, 11]。モデルは二次の非線形性を持つが、簡単な変数変
換により指数関数の線形結合で表すことができる [12, 13]。
指数関数はほとんど全ての半導体デバイスに共通の非線

形特性であるため、この特性を利用すれば極めてコンパク

トな構成の回路が設計できそうである。本稿では、低消費

電力化が容易な「しきい値以下領域（subthreshold領域）
で動作する電流モード CMOS設計法 [14, 15]」を用いて、
Lotka-Volterraモデルをアナログ CMOS回路化すること
にした。

図 5に、Lotka-Volterra型のアナログ CMOS回路を示
す。全ての MOSトランジスタが subthreshold領域で動
作するとき、回路のダイナミクスは:

Cẏ1 = Ia − I0eκy2/VT

(
1− e−y1/VT + y2/V0

)
(5)

Cẏ2 = I0e
κy1/VT (1 + y2/V0)− Ib (6)

に従う（トランジスタM1は飽和/非飽和領域，M2は飽
和領域で動作すると仮定）。ここで、Cはキャパシタンス，

Ia,bは入力電流，VT = 26 mV, V0はアーリー電圧を表す。

また、I0 と κは製造プロセスに依存するパラメータであ

る。この回路は、y1が増加（または減少）すると、y2が

減少（または増加）する興奮-抑制型回路であり、反応拡
散チップの活性・抑制回路として利用できる。

M1とM2にチャネルが十分に長いトランジスタを用い
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図 6 　Lotka-Volterra型回路の相空間上の振舞い

てアーリー効果を小さくすれば（V0 → ∞）、y1,2 > 4VT

の条件下で (5)と (6)はそれぞれ

Cẏ1 = Ia − I0eκy2/VT , (7)

Cẏ2 = I0e
κy1/VT − Ib, (8)

で近似できる。ここで、(7)と (8)を無次元化してyi = lnxi

なる変数変換を行えば、最も単純な初期値依存型の Lotka-
Volterraモデル [9]

ẋ1 = x1(a− x2), (9)

ẋ2 = x2(x1 − 1), (10)

を得る（aは定数）。つまり、y1,2 > 4VT における回路の

振舞いは、Lotka-Volterraの捕食-非捕食モデルと同じに
なる。

Lotka-Volterra 回路の特異点は、(5) と (6)において
ẏ1 = ẏ2 = 0として得られる二つのヌルクライン:

y1 =
VT

κ
ln
Ib
I0

(
1 + y2/V0

)
, (ly1) (11)

y2 =
VT

κ
ln
Ia
I0

(
1− e(−y1/VT ) + y1/V0

)
, (ly2) (12)

の交点で表される。図 6に、典型的な回路パラメータを
用いた場合のヌルクライン（ ly1と ly2）を示す。式 (7)と
(8)を得たときと同じ条件 (y1,2 > 4VT , V0 → ∞)を用い
ると、特異点は

(y∗1 , y
∗
2) ≈

VT

κ

(
ln
Ib
I0
, ln
Ia
I0

)
, (13)

で表される。

Lotka-Volterra 回路では、接地による制限（y1,2 ≥
GND）により、y1,2 ≈ GNDにおいて初期値依存性がキャ
ンセルされる。初期状態が周回軌道外に置かれた場合は、

軌道が y1,2 ≈ GNDに達した時点で周回軌道に引き込まれ
る。典型的な回路パラメータを用いた SPICEシミュレー

ション例を図 6に示す。図中の軌道 (a)および (b)は、そ
れぞれ y1 ≈ GNDおよび y2 ≈ GNDとなった時点で周回
軌道 (c)に引き込まれる。この接地制限により、系はあた
かもリミットサイクルアトラクタを持つような振る舞いを

示す。一方、初期状態を特異点近傍に置いた場合は、回路

のダイナミクスは (7)と (8)に従うことになる。この状態
では、系は (9)と (10)同様の初期値依存性を持つ。典型
的な回路パラメータを用いた場合の軌道の例を図 6(d)と
(e)に示す。この状態での系は構造不安定かつ摂動に対し
て極めて弱いため、外界からノイズを受けると軌道が容

易に変化する。ノイズの影響を受けて軌道が偶然 y1,2 ≈
GNDに達すると、周回軌道に引き込まれる。このように、
Lotka-Volterra型の活性・抑制回路は、初期値依存性とリ
ミットサイクルの両性質を合わせ持つ。

2.3 May-Leonard型アナログ CMOS回路

Lotka-Volterraの捕食-被捕食モデルを拡張した「May-
Leonardの三種競合モデル」[16]のアナログ CMOS回路
設計を行った。このモデルは、反応拡散系の基本モデルで

ある「活性・抑制型反応種」の範疇から外れるが、後に示

すようにアナログ CMOS回路化が極めて容易かつ回路の
見通しが良いことから、反応拡散チップの基本回路として

取り入れることにした。

May-Leonardの三種競合モデルは、巡回対称性を持つ
Lotka-Volterra系

ṅi = (1−
3∑

j=1

uijnj)ni + ε, (i = 1, 2, 3) (14)

である。上式の特別な場合として、ε = 0, uii = 1, ui,i+1 =
α, ui,i+2 = β, 0 < β < 1 < α, α + β > 2（iは 3を
法とする） を想定すれば、niが増加すると ni+1が減少

し、ni が減少すると ni+2 が増加するという言わば「三

すくみ」の関係が得られる。この条件下での (14)の解の
軌道は、特異点を含む曲面上を螺旋状に広がりながら、

(n1, n2, n3) = (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)を結ぶヘテロク
リニックサイクルに漸近する。

式 (14)において ε = 0の場合、(n1, n2, n3)が (1, 0, 0),
(0, 1, 0)または (0, 0, 1)に漸近すると ṅi ≈ 0となることか
ら、時間の経過とともに系の時定数が増加することが予想

される（t → ∞において系は定常状態に落ち着く）。式
(14)の摂動項が零でない正の値 (ε ≈ 0)であれば、ṅiが

零にならず周期振動解が得られる。

May-Leonardの三種競合モデルは二次の非線形性を持
つが、前節の Lotka-Volterra系と同様に変数の対数変換
（yi = lnni）を行うと、指数関数の線形結合

ẏi = 1−
3∑

j=1

uije
yj + εeyi , (15)
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図 7 　May-Leonard型アナログ CMOS回路

で表すことができる。したがって、前節と同様に「しきい

値以下で動作する電流モード CMOS設計法」を用いてモ
デルをアナログ回路化することが容易である。

図 7に、May-Leonardの三種競合モデルを基に考案し
たアナログ CMOS回路を示す。回路のダイナミクスは

Cẏi = Iin −
3∑

j=1

uijI0e
κyj/VT , (16)

で表される。ここで、

uij =




1 α β

β 1 α

α β 1


 ,

である（ただし全てのトランジスタのチャネルが十分に長

く、かつ y1,2,3 > 4VT を満たすとする）。ここで、Iinは入

力電流を表す。モデルパラメータ (α, β)は、トランジスタ
のプロセスパラメータ I0に含まれる。プロセスパラメー

タは、トランジスタのチャネル幅 (W)とチャネル長 (L)
のサイズ比 (W/L)に比例するため（I0 ∼W/L）、チップ
の設計段階でモデルパラメータの値が決定される。

この回路が周期振動解を持つためには、(14)における
摂動項の効果を回路に取り入れる必要がある（ε 
= 0）。こ
の摂動効果は外界のノイズとトランジスタの漏れ電流に

より、回路に自然に取り込まれている。実際、yi = 0 V
（ゲート電圧が 0 V）における MOSトランジスタの電流
は、I0（通常は O(10−15) A程度）を大きく上回る（通常
は O(10−12) A程度）。この結果、回路は周期振動解を持
つようになる。
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図 8 　Wilson-Cowan型回路の定常解
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図 9 　Wilson-Cowan型回路の振動解

3 シミュレーションおよび実験結果

3.1 Wilson-Cowan型アナログ CMOS回路

図 4に示したWilson-Cowan型アナログ CMOS回路の
SPICEシミュレーションを行った。回路の基本動作を確
認するために、比較的大きな容量と高抵抗を導入してシ

ミュレーションを行った（C1 = C2 = 1 pF, Cfg1 = 0.9
pF, Cfg2 = 0.1 pF, Cfg3 = 0.1 pF, Cfg4 = 0.4 pF, R1 =
R2 = 10 MΩ, IR = 100 nA, VDD = 3 V, and Vv = 0.5
V）。制御電圧 Vuを-1.2 V（θu = −0.12に相当）としたと
きの回路の応答を図 8に示す。図 8(a)に示した変数 uと
vの時間発展より、系が定常状態に落ち着くことが確認で

きた。図 8(b)は、このパラメータでの相空間上の軌道を
表す。また、Vu = 0 V（θu = 0に相当）としたときの回
路の応答を図 9に示す。図 9(a)と (b)より系が緩和型の振
動解を持つことと、相空間上の特異点 (u ≈ v ≈ 0.6 V)を
中心としたリミットサイクルの存在を確認できた。また、

この時の回路の平均消費電力はおよそ 1.5 µWであった。
次いで、Wilson-Cowan回路を局所結合した反応拡散

系のシミュレーションを行った。回路間の拡散が差動アン

プ（シナプス）を介して行われることを想定して、以下の

反応拡散方程式

∂u

∂t
= −u+ f(u − bv − θu +Du∇2u)

∂v

∂t
= −v + f(au − cv − θv +Dv∇2v)

をたててシミュレーションを行った。
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図 10 　Wilson-Cowan型反応拡散系の振舞い

図 10に、画像処理を例にとったWilson-Cowan型反応
拡散系の振舞いを示す。シミュレーションでは、チューリ

ングパターン的な応答を確認するために、抑制細胞 (v)の
拡散定数 (Dv)を興奮細胞 (u)の拡散定数 (Du)よりも大
きくした状態で系の振舞いを調べた。また、画像の輝度を

位相に変換したものを初期値として与えた。

図 10(a)に、Du � Dvにおける系の位相分布の時間変

化 [(i) → (iv)]を示す（画像の濃淡は系の位相を表す）。こ
の条件では、振動を止めようとする力が極めて強く、かつ

近傍の回路が同じ位相を持つように動作するため、入力

画像中の境界部で位相が π/2ずれた状態で系が平衡する。
この結果、入力画像の輪郭が強調されることが確認でき

た。一方、Duの大きさのオーダーが Dvに近づいてくる

と、図 10(b)に示したような縞状パターンが自己形成され
ることが確認できた [(i) → (iii)]。図 10(b)右下に、初期
画像と系の平衡分布を重ね合わせたものを示す。平衡分布

は一定の空間周波数を維持しており、Dvで決まる拡散長

の間隔で振動子の位相が π/2ずれた状態にある。これは、
入力画像の特徴を保ったまま縞模様を形成するフィルタで

あると考えることができる。
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図 11 　Lotka-Volterra型回路の静特性
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図 12 　Lotka-Volterra型回路の動特性 I

3.2 Lotka-Volterra型アナログ CMOS回路

試作MOS IC（5 µm nMOSおよび pMOSプロセス）を
用いて Lotka-Volterra型アナログ CMOS回路を作成し、
測定を行った。試作 ICのMOSトランジスタの静特性を
図 11(a)に示す。トランジスタのプロセスパラメータ I0と
κは、それぞれおよそ 1 pAと 0.46であった。また、回路
の入力電流 Ia,bを 1 nAとしたときのヌルクラインの測定
結果を図 11(b)に示す。ヌルクラインの交点はおよそ (y1,
y2) = (0.42, 0.44) Vであり、(13)の計算結果 (y1と y2と
もに約 0.39 V)と比較的良く一致した。

初期状態を周回軌道外に置いた場合の回路の応答を図

12に示す。測定を容易にするために、比較的大容量のキャ
パシタンス（C = 470 pF）をチップに外付けして測定を
行った。図 12(a), (b)および (d)は、それぞれ y1, y2およ
びトランジスタM1の電流の時間変化を表す。図 12(c)は
相空間上の軌道を表したものであり、周回軌道外におかれ

た初期状態が周回軌道に引き込まれていることが確認で
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図 13 　Lotka-Volterra型回路の動特性 II
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きた。

初期状態を周回軌道内（特異点近傍）に置いた場合の

回路の応答を図 13に示す。図 13(a), (b)および (d)は、そ
れぞれ y1, y2およびトランジスタM1の電流の時間変化を
表す。図 13(c)は相空間上の軌道であり、周回軌道内にお
かれた初期状態が、外界のノイズの影響を受けながら次第

に周回軌道に引き込まれていることが確認できた。また、

SPICEシミュレーションにより得られた回路の消費電力
はおよそ 17 nWであった。

この回路を 0.6 µm CMOSプロセスのもとで設計した
レイアウトパターンを図 14に示す。C = 700 fFとして設
計した場合、1セルのサイズは 150 µm× 180 µm程度と
なった。
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図 15 　May-Leonard型回路の動特性
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図 16 　相空間上での振舞い

3.3 May-Leonard型アナログ CMOS回路

May-Leonard振動子の基本回路を試作した。モデルパ
ラメータを、α = 2, β = 0.5として、回路のトランジス
タのサイズ比を決定した（図 7のM1∼M3のWと Lを基
準値として、α = 2に対応するトランジスタのWを基準
値の二倍，β = 0.5に対応するトランジスタの Lを基準値
の半分の長さに設定）。M1∼M3のプロセスパラメータ I0
と κは、それぞれおよそ 1 fAと 0.45であった。なお、測
定上の制限により、比較的大容量のキャパシタ（C = 680
pF）を用いて測定を行った。

回路の初期電圧と入力電流（Iin）をそれぞれ 0.85 V（特
異点近傍）と 10 nAとしたときの時間応答を図 15に示す。
また、図 16に相空間上の軌道を示す。回路が三相の振動
解を持ち（図 15）、軌道がヘテロクリニックサイクルに引
き込まれる（図 16）ことが確認できた。



4 まとめ

シリコン上の新しい反応拡散系である「反応拡散チップ」

を構成するためのアナログ CMOS回路（Wilson-Cowan型
回路, Lotka-Volterra型回路および May-Leonard型回路）
を提案し、SPICEシミュレーションと試作回路によりそ
れらの回路の正常動作を確認した。また、Wilson-Cowan
型回路を用いた反応拡散系のシミュレーションを行い、画

像の輪郭抽出および空間構造を維持した縞状パターンの形

成を確認した。

本稿で提案した回路を用いたシリコン反応拡散系は、こ

れまでに調べられている反応拡散系と根本的に異なるもの

である。このシリコン反応拡散系から、自然界では起こり

えないような新しい現象や情報処理形態を発見できれば、

極めてコンパクトかつ低消費電力の反応拡散チップの応用

が期待できる。
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